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Resumen—Este  ar tículo  propone  un  método  de  ajuste  de 
super ficies  con  NURBS  a  par tir   de  la  regular ización  de  una 
malla  cuadr ilateral  mediante  Geodésicas  y  B­Splines,  de  tal 
manera  que  se  aproxime precisa y  continuamente  la geometr ía 
de  la  super ficie  del  objeto  físico  desconocido.  La  pr imera  fase 
del  método  propuesto,  consiste  de  los    siguientes  pasos:  1. 
Selección  de  un  cuadr ilátero;  2.  Selección  de  un  lado  del 
cuadr ilátero escogido y su opuesto; 3. Regular ización utilizando 
B­Splines  con  densidad  lambda;  4.  Emparejamiento  de  puntos 
regular izados  mediante  geodésicas  FMM;  y  5.  Generación  de 
puntos  para  cada  línea  de  B­spline  con  densidad  lambda.  La 
malla  cuadr ilateral  r egular izada  obtenida  de  la  fase  anter ior , 
sirve como base para el poster ior  tr azado de super ficies NURBS 
(Non Uniform Rational B­Splines), las cuales son un estándar  de 
los  sistemas  CAD/CAM.  Finalmente,  los  parches  NURBS  son 
optimizados mediante Estrategias Evolutivas. 
Palabras  Clave—Regular ización,  Ajuste,  Geodésicas,  B­ 
Splines, NURBS, Estrategias Evolutivas. 
Abstract—This  ar ticle  proposes  a  method  of  sur faces  fitting 
with  NURBS  from  the  regular ization  of  a  quadr ilateral  mesh 
implemented by Geodesic and B­Splines, in order  to approached 
precisely  and  continually  the  geometry  of  the  sur face  of  the 
unknown  physical  object.  The  fir st  phase  of  the  proposed 
method  consists  of  the  following  steps:  1.  selection  of  a 
quadr ilateral;  2.  selection  of  a  side of  the  chosen quadr ilateral 
and  their   opposed  one;  3.  r egular ization  using  B­Splines  with 
lambda  density;  4.  Matching  of  regular ized  points  by  the 
FMM’s geodesic; and 5. generation of points for  each line of B­ 
spline with density lambda. The regular ized quadr ilateral mesh 
obtained  from  the  previous  phase,  serves  as  base  for   the  later  
layout  of  sur faces  NURBS  (Non  Uniform  Rational  B­Splines), 





ECONSTRUIR  un  objeto  tridimensional,  se  refiere  a 
obtener  su  representación    en  la  memoria  de  un 
computador,  manteniendo  sus  características  de  volumen  y 
forma,  partiendo  de  un  conjunto  discreto  de  puntos 
muestreados  a  partir  de  su  superficie.  La  reconstrucción 
tridimensional  es  una  tarea  no  trivial  que  en  general 
involucra  cinco  etapas  tales  como:  adquisición,  registro, 
integración,  segmentación y ajuste,  siendo esta última la que 
proporciona el modelo computacional del objeto representado. 
Una  de  las  fases  más  importantes  del  proceso  de 
reconstrucción 3D es el ajuste de superficies, dado que es en 
ésta,  donde  finalmente  se  obtiene  el  modelo  matemático  o 
representación computacional del objeto real. Existen muchos 
métodos  que  se  pueden  emplear  para modelar  superficies  de 
objetos  3D,  el  ajuste  por  mallas  triangulares  [2]  y  por 
superficies NURBS, son algunos de ellos. 
La  mayoría  de  trabajos  reportados  en  la  literatura  sobre 
métodos  de  remallado,  se  han  enfocado  en  el  problema  de 
producir mallas  triangulares. Sin embargo,  la habilidad para 
producir  mallas  cuadrilaterales  es  también  de  gran 
importancia.  Los  cuadriláteros  son  las  primitivas  preferidas 
para  el  modelamiento  de  muchos  objetos  y  en  muchos 
dominios  de  simulación;  muchas  formulaciones  de 
subdivisión  de  superficies  como  los  Splines  y  las  NURBS, 
requieren  bases  cuadrilaterales  complejas;  descomponer  una 
superficie  en  cuadriláteros  bien  formados  provee  un  medio 
casi natural para la construcción de parches NURBS [3]. Sin 
embargo,  sólo  recientemente  han  sido  desarrollado  métodos 
para  cuadrilaterizar  automáticamente  superficies  complejas, 
esos  pocos  métodos  que  existen  son  bastante  complejos, 














En  este  artículo,  se  presenta  una  metodología  para 
regularizar  una malla  cuadrilateral generada previamente en 
objetos  3D;  dicha  malla,  se  regulariza  mediante  el  uso  de 
curvas geodésicas y B­Splines para obtener una rejilla óptima 
sobre  la  cual,  posteriormente,  se  trazan  parches  NURBS 
optimizados mediante estrategias evolutivas. En la sección II, 
se  presenta  la  revisión  de  la  literatura;  en  la  sección  III,  se 
expone  la metodología  utilizada  para  la  regularización de  la 
malla  cuadrilateral;  en  la  sección  IV,  se  detalla  la 




Una  malla  representa  un  muestreo  organizado  de  algunas 
superficies  fundamentales,  descompuestas  en  una  colección 
arreglada de polígonos, sin embargo, este muestreo generalmente 
no  proporciona  un  ajuste  deseable  para  todas  las  aplicaciones. 
Consecuentemente, el reparticionamiento y el remuestreo de una 
malla  es  una  de  las  herramientas  necesarias  en  los  sistemas  de 
procesamiento de mallas, lo cual está involucrado en un número 




En  los  últimos  años,  investigaciones  en  el  tema,  han  hecho 
énfasis  en  trabajos  que  incluyen  combinación  de  técnicas  de 
ajuste, tales como las Mallas Triangulares, Mallas Cuadrilaterales 
y las NURBS. 
En  1996,  Eck  y Hoppe  (Eck  y Hoppe,  1996),  presentaron  la 
primera  solución  al  problema  de  ajuste  de  superficies  B­spline 
sobre  superficies  de  topología  arbitraria  a  partir  de  puntos 
dispersos  no  ordenados.  El  método  construye  una 
parametrización  inicial en  una malla generada sobre  los puntos 
de  datos,  para  construir  un  dominio  cuadrilateral.    Sobre  el 
dominio  cuadrilateral  se  realizaba el ajuste de parches B­Spline 
con grado de continuidad G 1 entre ellos. El paso final consistía de 
un  costoso  proceso  de  refinamiento  adaptativo  de  la malla para 
reducir el error de ajuste del parche a una tolerancia especificada 
por  el  usuario.    Este  método  aunque  efectivo,  resulta  ser  muy 
complicado por la cantidad de pasos y procesos a los que se dan 
lugar para construir la red de parches B­Spline sobre la superficie 
de  ajuste.    También  en  1996,    Krishnamurthy  y  Levoy  [6], 
presentaron un nuevo enfoque para ajustar parches de superficies 
NURBS sobre puntos dispersos.  El método consistía en construir 





de  aplicarse  sobre  superficies  con  presencia  de  huecos  y  la 
dificultad del mantenimiento de la continuidad entre los parches 
de superficies NURBS. 
En  1999,  Park  y  Sang  [7]  propusieron  un  algoritmo  de  dos 
fases,  en  cuya  fase  inicial  se  realiza  un  agrupamiento  de  los 
puntos mediante  el  algoritmo  k­means;  una  vez  establecido  los 
grupos, se construye una malla poliedral sobre cada uno de estos 
para    luego  reducirlos  a  malla  triangular,  la  cual  a  su  vez  se 
convertirá en una malla de cuadriláteros.  En la segunda fase, el 




que  siempre  se pueda  construir  el modelo  cuadrilateral, que  da 
lugar  a  la  red  de  parches  NURBS.  Lo  anterior  implica  que  el 





Una  nueva  propuesta  es  presentada  por  Gregorski  [4].  El 
algoritmo propuesto descompone un conjunto de puntos dados, en 
una  estructura  de  datos  similar  a  un  quad­tree,  conocida  como 
strip­tree.    El  strip­tree  es  usado  para  ajustar  un  conjunto  de 
superficies  cuadráticas  de  mínimos  cuadrados  a  los  puntos  de 
datos.   A  las  superficies cuadráticas se les realiza una elevación 
de  grado  a  superficies  bicúbicas  y  se  mezclan  para  formar  un 
conjunto  de  superficies  B­Spline  que  aproximan  el  conjunto  de 
puntos  dado.    Esta  propuesta  no  se  puede  aplicar  a  superficies 
cerradas,  ni  superficies  que  se  “curven”  sobre  si  misma.  La 
propuesta  presenta  una  complejidad alta dado que debe  realizar 
elevación de grado y unión de parches B­spline, al tiempo que un 
grado  de  continuidad    C 1  se  debe  mantener  entre  parches 
adyacentes.  Al igual que con la propuesta de Park, ésta realiza un 
procedimiento  complicado  innecesario  en  algunos  casos,  como 
por ejemplo, al ajustar superficies regulares suaves. 
Samareh  [8],  presenta  una  técnica  para  triangulación  de 
superficies  NURBS.  Esta  técnica  es  construida  con  la 
combinación  de  proyecciones  de  puntos  en  rejillas  y  ha  sido 
satisfactoriamente  implementada para rejillas estructuradas y no 
estructuradas.  En  este  método,  inicialmente  las  superficies 
NURBS  son  aproximadas  por  un  pequeño  número  de  parches 
bilineales; luego, la rejilla es generada en éstos parches bi­lineales 
y finalmente la  rejilla se proyecta sobre las superficies NURBS. 
Esta  técnica  presenta  muy  buenos  resultados,  pero  presenta 
restricciones  en cuanto al manejo de curvaturas, ya que ha sido 
implementado con objetos 3D pero con bajo nivel de curvatura. 
Kahlesz  [5]  propone  un  método  que  determina 
automáticamente  los  límites comunes de las superficies NURBS 
recortadas. En este método cada superficie NURBS es convertida 
en  una  representación  poligonal  antes  del  renderizado 
(comúnmente  conocido  como  subdivisión  de  superficies 
NURBS).  El  procedimiento  de  conversión  produce  una 
aproximación  lineal  continua  de  la  superficie  a  modelar  y 
posteriormente se maneja el error entre la superficie original y la 
modelada. Sin embargo, este proceso ha sido aplicado sólo en el 





jerárquicas.    El  método  se  compone  de  las  siguientes  fases:  1. 
Realización  de  un  agrupamiento  adaptativo  basado  en  un 






de  una  tolerancia  especificada. Un  limitante  de  la  propuesta  de 
Bertram, es que asume una distribución no uniforme del muestreo 
sobre  la  superficie,  de  forma  que  las  zonas  con  curvatura 
pronunciada presenten un muestreo más denso que las zonas con 
poca curvatura.  Al igual que las propuestas anteriores, ésta hace 




dispersos.  Las  NURBS  triangulares  no  requieren  que  el 
conjunto  de  puntos  posea  topología  rectangular,  aunque  su 
complejidad computacional frente a las NURBS es mayor.  Al 
igual  que  los  trabajos  anteriores,  éste  requiere  de  pasos 
intermedios  en  los  que  se  construyen mallas  triangulares,  se 
realizan  procesos  de  reparametrización  y  se  ajustan  parches 
de continuidad G 1 para obtener el modelo de la superficie. 
Para mejorar  algunas de  las desventajas que presentan  los 
métodos  expuestos,  en  las  secciones  III  y  IV  se  presenta  el 
método propuesto, el cual consiste de tres pasos: el primero de 
ellos  corresponde  a  la  regularización  de  una  malla 




malla  cuadrilateral  para  posteriormente  ajustar  la  superficie 
por  parches NURBS,  ya que no  todos  los cuadriláteros de  la 





La metodología mostrada  en  el Algoritmo 1,  hace  énfasis 
en  un  cuadrilátero,  pero  esta  fue  aplicada  a  todos  los 
cuadriláteros  de  la  malla  dada.  En  la  Figura  1,  se  puede 
observar como se selecciona primero uno de los cuadriláteros 










Posterior  al  paso  anterior,  se  trazaron  B­splines  sobre  los 
lados seleccionados con una densidad λ  (Ver Figura 2), para 
garantizar  que  se  escogieran  los mismos  puntos  para  ambos 
lados,  sin importar la distancia entre ellos; esto con el fin de 
tener  una  rejilla  sobre  la  que  se  pueda  trazar  después  la 







Continuo;  en  la  Figura  3a,  se  observa  que  este  algoritmo 
produce un camino que a pesar de ser mínimo no es óptimo, 
ya  que  no  va  directo  de  punto  a  punto;  éste  algoritmo 
encuentra  el  camino  más  corto  entre  el  origen  y  un  punto 
especificado,  produciendo  un  orden  de  magnitud  de 
O(nlog 2 n), siendo n el número de vértices de la malla.  Por lo 

















en  un  orden  de  magnitud  de  O(n  log  n),  e  integra  una 





óptimo,  fue  necesario  aplicar  nuevamente  B­Splines  para 











IV.  OPTIMIZACIÓN DE LOS PARCHESNURBS 
Teniendo  la malla cuadrilateral  regularizada,  se procede a 
trazar  los  parches  NURBS  optimizados  sobre  tales 
cuadriláteros.   Esta  fase presenta un método que emplea una 








Una  superficie  NURBS  está  completamente  determinada 
por  sus  puntos  de  control  j i P ,  lo  cual  implica,  que  la 
superficie  cambia  de manera  predecible  conforme  lo  indican 
sus  puntos  de  control  (Ver  Figura  6).  A  esto  se  le  conoce 
como  la  propiedad  de  soporte  local  y  permite  que  el 
movimiento  de  un  punto  de  control  sólo  afecte  la  superficie 
localmente.  La  principal  dificultad  en  aplicaciones  de  ajuste 
es  encontrar  una  parametrización  adecuada  y  escoger 
automáticamente  el  número  de  puntos  de  control  y  sus 
posiciones para definir la topología de la superficie. 
Los  factores  de peso  j i w ,  de  la  superficie NURBS  juegan 
un  papel  muy  importante  en  el  proceso  de  ajuste,  dado  que 
son estos los que determinan que tanto influye localmente un 
punto  en  la  topología  de  la  superficie.  Generalmente,  los 
pesos  de  los  puntos  de  control  de  una  superficie NURBS  se 
asignan  de  manera  homogénea  e  iguales  a  1,  reduciéndose 
ésta  a  su  caso  particular  conocido  como superficie B­Spline, 
la  cual  es  limitada  en  la  representación  de  superficies 
arbitrariamente curvadas y superficies cónicas. 
Figura. 6.  Superficie NURBS 
En  esta  etapa,  se  emplearon  EE múltiples  de  tipo  “más”, 
las cuales se denotan de la siguiente manera:  ES − +  ) ( µ λ  , 
indicando λ  el tamaño de la población y µ  el tamaño de la 
descendencia;  el  símbolo  “+”  para  señalar  el  reemplazo 














vector  controla  la  correlación  entre  las  mutaciones  de  cada 
componente,  pero  debido  a  lo  costoso  del  método,  se 
decidieron utilizar solo parejas. 
B.  Operadores Genéticos 





Los  valores  iniciales  i w  ,  i δ  de  los  alelos  de  cada 
individuo  se  distribuyen  uniformemente  en  el  intervalo  [0.5, 
1.5].  Se  escogió  este  rango  porque  en  el  se  dan  los  valores 
iniciales  de  los  alelos  de  los  individuos,  los  cuales 
corresponden  a  los  pesos  de  los  puntos  de  control  y  por  eso 
inicialmente  no  deben  ser  cero  porque  se  deformaría  la 





como  se  estableció  en  la  configuración  del  individuo  y  se 
realiza conforme lo indican las ecuaciones 1 y 2. 
)) 1 , 0 ( . ) 1 , 0 ( . 0 ( '  i N i N e i i τ τ σ σ + = 
) 1 , 0 ( . ' '  i i i i  N x x σ + = 
(1) 
(2) 
Donde N(0,1)  es  una  distribución Normal  con  esperanza  0  y 


















i i  S P d  ,  representa  la  distancia  entre  un  punto  del 
conjunto P de puntos muestreados de la superficie original, y 
un  punto  sobre  la  superficie  aproximada  S.  Se  pretende 
conseguir  la  configuración  de  la  superficie  S  que  haga  E 
menor que una tolerancia δ dada. 
D.  Operador de Recombinación 
Se  aplican  dos  tipos  de  recombinación,  según  si  se  están 
recombinando  variables  objeto  i w  o  parámetros  de  la 
estrategia  i σ  .  Para  las  variables  objeto  se  utiliza  una 
recombinación  intermedia  global  (ecuación  4), mientras  que 











Donde  ' i b  es  el  nuevo  valor  del  alelo  i,  y ρ  el  número de 
individuos de la población. 
i k i i k i i  b u b u b  , , '  2 1  ) 1 ( − + =  (5) 
Donde  ' i b  es el nuevo valor del alelo i, y  i u  es un número 
real que se distribuye uniformemente en el intervalo [0,1]. 
En  la en intermedia local se seleccionan  aleatoriamente 2 
individuos  y  se  promedian  los  alelos  correspondientes  para 
obtener el valor del alelo del nuevo individuo y en intermedia 
global  se  promedian  los  alelos  respectivos  de  todos  los 
individuos  del  grupo  de  recombinación.  El  número  de 
individuos  seleccionados  para  recombinación  se  distribuye 
uniformemente  en  el  intervalo  [2,n).    El  cálculo  de  la 
distancia  entre  las  superficies  NURBS  S  y  el  conjunto  de 
puntos  muestreados  P,  se  realiza  mediante  un  esquema 
iterativo que calcula  los valores de  los parámetros  ) , (  k k  v u  , 
que hacen  ) , (  k k  v u S  más cercana a cada  k P  . 
La  Figura  8  muestra  el  resultado  de  la  optimización  del 
ajuste de  la  superficie NURBS con el método propuesto. Los 
círculos  rojos en  las  figuras señalan  los puntos de control de 




mostrados  en  la  Figura  8a.  La  distancia  entre  la  superficie 
NURBS  de  la  Figura  19b  y  los  puntos  de  control  que  la 
determinan,  calculada  según  la  ecuación  3,  es  de  3.48,  23% 








Todas  las  pruebas  fueron  realizadas  utilizando  una 
computadora  con  procesador  de  AMD  Semprom  a  3,0GHz, 





El  método  propuesto  el  cual  fue  aplicado  primero  a  una 
imagen  sintética,  que  es  una  función  de  senos  y  cosenos, 
como se muestra en la Figura 9.  La figura muestra el proceso 
realizado  para  dos  cuadriláteros,  pero  el  proceso  se  realizó 
para toda la malla cuadrilateral. 
Posteriormente, y con el fin de cumplir con lo propuesto, el 
método  fue  probado  con  una    imagen  de  rango  del  objeto 
cultural  moai  del  Max  Planck  Institute  Informatics,  el  cual 
tiene  topología  arbitraria  irregular.    En  la  Figura  10,  se 
muestra  en  detalle  el  procedimiento  aplicado  a  un 
cuadrilátero de la malla del objeto. En esta Figura, se observa 
como  el  procedimiento  desde  la malla cuadrilateral, hasta el 

















La  regularización  de  una  malla  cuadrilateral  obtenida 
previamente,  se  realizó  con  el  fin  de  generar  una  rejilla 
óptima  sobre  la  que  pueden  trazarse  con  facilidad  parches 
NURBS,  los  cuales  son  una  herramienta  estándar  en  los 




malla  triangular  que  fue  cuadrilaterizada.  Aunque  en  la 
literatura,  existen  métodos  que  combinan  estas  dos  técnicas 
de  ajuste,  ninguno  lo  realiza  de  acuerdo  a  la  metodología 
expuesta,  por  lo  que  no  tiene  precedentes.  Como 
contribuciones  principales  de  este  trabajo  están  entonces,  la 
Regularización  de  la  Malla  Cuadrilateral  mediante 
Geodésicas  y  B­Splines,  lo  que  permite  obtener  una  rejilla 
óptima  para  el  trazado  de  los  parches  NURBS  y  la 
optimización de las NURBS mediante Estrategias Evolutivas, 
para orientar de mejor manera la construcción de las NURBS. 
El  esquema  del  método  desarrollado,  muestra  modelos 
aceptables  aproximados,  de  las  superficies  de  los  objetos  3D 
utilizados,  como  se  observa  en  la  Figura  11;  se  observa 
además,  que  es  posible  conservar  los  detalles  finos  de  los 
objetos,  de  acuerdo  a  los  parches  arrojados  por  la 
optimización  de  las  EE.  Finalmente,  se  aprecia  que  la 
optimización de los parches NURBS con el método propuesto 
es  efectiva,  aunque  los  costos  de  almacenamiento  y 
procesamiento son muy altos. 
En  cuanto  a  las  limitaciones  del método  expuesto,  está  la 
necesidad de regularizar la malla cuadrilateral obtenida, para 
obtener  las  rejillas  adecuadas  que  permitieran  el  trazado  de 
los parches NURBS y el alto costo computacional en términos 
de  tiempo  y  almacenamiento  en  la  optimización  de  las 
NURBS. 
Como  trabajos  futuros  se  propone  el  uso  de  evolución 
diferencial  para  un  mejor  hallazgo  de  los  parámetros  en  la 
optimización  de  las  NURBS  y  el  explorar  una  versión 
paralela  para  reducir  el  costo  computacional  del  método 
propuesto. 
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